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中臺瑞貿易有限公司多年來代理國外品牌的液壓系統、馬達及相關產品，然而面臨日益競爭

的貿易環境，極需拓展新商機方可永續經營。故與本校合作開發「輕型水平關節機器人」，

藉以開拓更寬廣的產品應用市場，並締造出更高附加價值的延伸商品。

關鍵詞：馬達、機器人。

1. 簡介

自柏林圍牆倒塌而結束了東西冷戰後，世界
進入了新紀元，民生經濟成為各國政府經營的首
要任務。而商業利益的結合逐漸超越了地域形成
的國家。歐盟、美洲、東協莫不簽訂低關稅或零
關稅的貿易協訂。歐盟甚至採用單一貨幣，這些
措施都在消弭貿易屏障，促進民生經濟活絡，導
致企業面臨著全球性的激烈競爭。

中臺瑞貿易有限公司多年來代理國外品牌的
液壓系統、馬達及相關產品，即感受日益競爭的
貿易環境。當遭逢美國次貸危機所引發的全球金
融海嘯，導致訂單幾乎瞬間急凍，使得該企業體
驗到前所未有的危機。幸賴政府各部門昴足全力
推動各項振興經濟方案，本校得以有機會參與教
育部推動的技專校院與產業園區產學合作計畫。

本文旨在介紹此產學合作的成果「輕型水平
關節機器人」，我們成功地結合技術與學術為業
者打造出機器人，落實了技術及零件國產化的理
念。

2. 設計理念及開發流程

本計畫率先導入國產的平板觸控電腦開發
出圖形人機界面[1]，提供使用者簡易且有效的操
作環境。同時建立機器人[2][3][4][5]數學模式及
軌跡運行控制。歷經數個月的努力(圖1)，逐步克
服電機系統、機械構結及零件組裝等，終而完成
機器人實體(圖2)。遂行了技術及零件國產化的理
念。去年於臺北世貿展舉行第三屆上銀智慧機器
手競賽時，曾以配角的姿態公開亮相。本機器人
擬應用於輕負荷場合，如塗膠或電子零件插件，
亦可勝任直線焊道熔接、弧形雷射切割及物品識
別分類等工作。

3. 順向及逆向運動

本機器人具備三個自由度，第一軸為直線

軸，第二軸及三軸皆為旋轉軸。根據1995年

Denavit-Hartenberg[5]所提議的法則建立參考

座標系統(圖3)。其方法闡述著將機器人軸關節

n(直線或旋轉軸)定義成直角座標系n-1的k軸，而

接續的座標系n之i軸需以垂直於 的方式設立。

緊接著表列出相鄰座標系間的轉角參數 、連桿
位移量參數 、扭角參數 及連桿長度參數 (表

1)。其中轉角參數 是將 軸繞著 軸轉到與
平行的位置。連桿位移量參數 是指座標系n-1及

（圖1）開發流程

（圖2）機器人實體
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n的原點投影到 軸的距離值。扭角參數 是將
軸繞著 軸轉到與 軸平行的旋轉量。而連桿

長度參數 則是軸 與軸 的垂直距離。

（圖3）Denavit-Hartenberg座標系統

（表1）D-H Parameters

Link Offset Joint Angle  Link ength  Twist Angle  

 Ｈ ０

０ Ｌ ０

０ Ｌ ０

根據表-1定義出三個齊次變換矩陣 、
及 ，再將之合成為單一之齊次變換矩陣 ，故
得：

        
其中 之各項結果為：
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

齊次變換矩陣旨在建立起關節座標與空間座
標間的關係。由於物品的位置是以空間座標來描
述，然而真正主宰機器人運行抓取物品的卻是各
軸關節座標。所以從物品的空間位置反推求其關
節座標稱為逆向運動。而給定各軸關節座標將末
端夾爪移至該位置則是順向運動。本水平關節機
器人的逆向運動有兩組解，分別為右手姿態及左
手姿態。下列三組方程式分別為順向、右手姿態
逆向及左手姿態逆向運動方程式。
*順向運動方程式：

        

                     
*右手姿態逆向運動方程式( )： 

                      

*左手姿態逆向運動方程式( )：  
　 

其中 

4. 拉格朗治動態方程

根據廣義座標及廣義力的概念，拉格朗治
(Lagrange)[6]於1788年將動能與位能的差定義
成行為函數(稱拉格朗治函數)。當此函數對時間
作定積分，那麼其一階變分成為零的充分且必
要條件正是系統的動態方程式。此結果不僅與
D’Alembert虛功原理相互輝映，更闡述宇宙萬
物的運行隱含優化的結果。拉格朗治是位才華洋
溢的數學家，他在17歲才開始對數學感到興趣，
進而透過自學一年就能發表論文，兩年後更擔當
杜林皇家砲兵學院的教授。拉格朗治巧妙運用變
分理論於動力分析，提供非常便捷且有效的方式
建立動態方程式。

（圖4）質量中心尺寸圖
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本機器人連桿2及3的質量中心分別如圖4
所示，公式(6)~(8)為質量中心座標 及

。

                       
                    
         
 
令可移動部份的總質量為 ，

而連桿2對關節2的轉動慣量及連桿3對關節3的轉
動慣量分別為 及 。則
可求得拉格朗治函數(9)。

其中

 
 
 
 
故機器人的動態方程式求得如下:

其中

 

 
從公式(10)可觀察到第一軸之動態方程式

與二三軸毫無關聯，而二三軸之動態方程式則是
耦合在一起無法分開。這導致水平關節機器人在
逆向運動問題上，第一軸可單獨求其逆向解，但
二三軸卻必需同時求解二維非線性聯立方程式，
狀態空間方程式的不變分佈亦印證此結果。

5. 狀態空間分析

近代控制理論主要是以狀態空間為發展基
石，本系統的狀態空間方程式如(11)所示。

                       
其中

 
 

   
 

以系統漂移向量(drift vector) 與第一軸
輸入向量(input vector) 所衍生的李氏括號(Lie 

bracket]族群如(12)所示，僅 為非零向量，
其餘皆為零向量。

很顯然 與 是互相獨立的兩個向量，其
張成的向量分佈空間 具備二維的秩，且向量的
第2、3、5及6項皆為零。

   

註: 公式(13)的X表示非零項，而 表示 
 項對 微分，其類推。

第二三軸輸入向量 、 與 所衍生的李氏
括號族群如(13)所示，形成的四階的向量分佈空
間 ，且向量的第1及4項皆為零。

由於 及 皆為內捲向量，根據Frobenius
理論[7]存在對應的可積分流形。因為 及 皆為

的不變分佈，所以在逆向運動問題上，第一軸
可單獨求解，但二三軸卻必需同時考量而無法分
割。又因 與 形成互補，其合併的向量分佈空
間擁有六維的秩，故本系統是具備可控制性。基
本上本系統可回饋各軸的位置信號及速度信號，
但如果僅回饋各軸的位置信號是否仍具備可觀察
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性?檢驗位置輸出向量 與 所衍生的李氏括號族
群，其形成的向量分佈空間確實擁有六維的秩，
故僅回饋各軸的位置信號是足夠達成可觀察性。

6. 結論

本計畫不僅實際為業者建造機器人，亦進行
若干學理分析。首先，運用Denavit-Hartenberg
座標系統求出齊次變換矩陣，探討末端夾爪之順
向及逆向運動，進而運用拉格朗治法則導出動態
方程式。此方法的優點是只需一個純量函數就可
決定整個系統動態。

本系統具備可控制性及可觀察性。第一軸與
二三軸各自形成不變分佈，以致可各自求解逆向
運動問題。

教育部推動此產學合作計畫不僅提供學術界
絕佳的機會將知識具體化，而且也讓業者有機會
運用學校資源進行研發。本校很榮幸能與中臺瑞
貿易有限公司合作開發輕型水平關節機器人，藉
此落實技術及零件國產化的理念。
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